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0. Einleitung

Nicht erst seit der Entdeckung des umstllpbaren Wirfels von Paul Schatz Gben
bewegliche Korper eine besondere Faszination aus. Seit diese Entdeckung wurde
jedoch gezielt nach solchen Korpern gesucht und eine Reihe von verschiedenen
Umstllpungskérpern entwickelt. Hier wird ein Uberblick Uber die Eigenschaften
dieser Koérper und Uber die hinter ihnen stehenden mathematischen Konzepte
gegeben.

Zunachst werden anhand von Ringen aus Tetraedern die Eigenschaften beweglicher
Gelenkketten sowie deren Konstruktion analysiert. Die daraus gewonnenen
Erkenntnisse werden dann bei der Suche nach Umstllpungen der Platonischen
Kdrper angewandt. Dabei wird zunachst auf die zwanglaufigen Umstllpungskérper
von Klaus Ernhofer und deren Konstruktion eingegangen, bevor das Konzept der
Platonischen Umstllpung nach Wolfgang Maas und der Familie Sykora untersucht
wird. Auch hier wird die Konstruktion beleuchtet, ferner werden die einzelnen
Umstllpungsphasen anhand von zwei Beispielen genauer beschrieben.



1. Tetraederringe

Die einfachsten raumlichen Umstllpungskérper sind Tetraederringe, auch rotierende
Ringe genannt. Sie bestehen aus mehreren identischen Tetraedern. Je zwei
Tetraeder sind Uber eine gemeinsame sogenannte Gelenkkante miteinander
verbunden, so dass ein Ring entsteht. Dieser muss jedoch bestimmte
Voraussetzungen erfullen, um zu den Umstllpungskérpern zu gehéren. Der Ring
muss in der Lage sein, eine zyklische Bewegung auszuflhren, so dass er durch eine
Reihe von Formverwandlungen wieder in seinen Ausgangszustand zurtickkehrt —
dies allerdings ohne in eine ,Sackgasse” zu geraten, das heif3t ohne eine Bewegung
rickgangig machen zu mussen. Im Folgenden werden die Bedingungen fir die
Beweglichkeit solcher Kérper am Beispiel der sechsgliedrigen Ringe untersucht.

1.1 Ringe aus regelmaéaBigen Tetraedern

& Wir betrachten zunachst solche Ringe, die als
Elemente lauter regelmaBige Tetraeder besitzen.
Bei solchen Tetraedern stehen zwei
gegeniberliegende Kanten aufeinander senkrecht,
daher qilt hier gleiches fir zwei benachbarte
Gelenkkanten. Die Anzahl der Elemente ist nach
oben hin offen, ohne dass sich irgendwelche
Einschrankungen der Beweglichkeit ergeben. Ab 22
Elementen kann man den Ring sogar verknoten,
ohne dass die Rotationsfahigkeit beeintrachtigt wird.

Es missen allerdings mindestens 6 Elemente sein,
damit der Ring geschlossen werden kann, ohne
dass sich die Kérper durchdringen. Ein Ring mit 6 regelmaBigen Tetraedern ist
jedoch kein Umstillpungskérper, da keine zyklische Bewegung mdglich ist: Die
Gelenkkanten sind schlichtweg zu lang, so dass die Tetraeder sich beim Durchgang
durch die Ringmitte gegenseitig blockieren. Ahnliche Probleme ergeben sich bei
sieben Elementen. Die Mindestanzahl regelméaBiger Tetraeder in einem rotierenden
Ring ist also 8.

Je mehr Elemente ein Ring umfasst, desto deformierbarer wird er und desto
schwieriger wird es, eine gleichméaBige, symmetrische Bewegung auszuflhren — aber
gerade die ist das Besondere an solchen Ringen. Daher betrachten wir nun
maoglichst kleine Ringe, die in ihrer Beweglichkeit genug eingeschrankt sind, um
interessant zu sein, aber noch gentigend Freiheit haben, um rotieren zu kénnen.



1.2 Sechsgliedrige Ringe

Lockert man die Einschréankung auf regelmaBige Tetraeder ein wenig und lasst auch
kongruente gleichschenklige Dreiecke als Flachen zu, so ist es moglich, einen
rotierenden sechselementigen Ring zu konstruieren. Diese Ringe nennt man auch
Kaleidozykel (griech.: kalos = Schénheit).

Besonders hibsch wirken Modelle, bei denen die Proportionen so gewahlt sind, dass
sich die Gelenkkanten beim Durchgang durch die Mitte gerade berlhren, ohne sich
zu behindern. Dies kann man auch far beliebige kongruente Dreiecke als Flachen
erreichen. Die einzige Forderung, die beibehalten wird, ist die nach Symmetrie: Jede
Gelenkkante soll eine Symmetrieachse zwischen den beiden benachbarten
Elementen sein.

Man kann zeigen, dass so ein Ring durch die Angabe von drei GroBen eindeutig
festgelegt wird: die Lange L der Gelenkkanten, die Lédnge E eines Elements —
gemessen zwischen den Mittelpunkten zweier benachbarter Gelenkkanten — und der
Verdrehungswinkel ¢. Aus diesen Werten lassen sich die Langen der seitlichen
Kanten und die Winkel eines Flachendreiecks berechnen.

Wenn ein Ring nicht rotieren kann, so liegt es daran, dass sich die Gelenkkanten
beim Mittendurchgang blockieren. Dies tritt dann auf, wenn sie langer sind als ein
bestimmter Grenzwert, die sogenannte maximale Gelenkldnge H. Diese hangt nur
vom Drehwinkel ¢ ab, der angibt, um welchen Winkel zwei benachbarte Gelenke

verdreht sind. Es gilt

H =2 \Jcot> 60° — cot® ¢ wobei 60° < ¢ < 90°.

Diese Formel gilt nur far Ringe mit sechs Elementen; fur allgemeine Ringe mit 2n
Gliedern lautet die Gleichung

o

H=2 \/cotzﬁ—cotzgzﬁ wobei 180°/n < ¢ < 90°.
n



Wahilt man nun fir L den maximalen Wert H, so berihren sich die Gelenke beim
Mittendurchgang. Fur groBere Werte kann der Ring nicht rotieren, und fir kleinere
Werte bleibt beim Mittendurchgang immer eine Liicke offen.

1.3 Zwanglauf

Ein frei im Raum beweglicher Kérper hat sechs Freiheitsgrade, drei Translationen
und drei Rotationen. Wird der Kdérper zum Teil einer Kette oder eines Rings, so
reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade. Allgemein lasst sich die Anzahl der
Freiheitsgrade eines Rings durch folgende Formel berechnen:

8

F=6(n—g—l)+2fl.

i=1

wobei n die Anzahl der Elemente, g die Anzahl der Gelenke und f; die Freiheitsgrade
der einzelnen Korper bezeichnen. Hier werden nur Scharniergelenke betrachtet, also
gilt fi = 1 fur jedes Element. Flr einen sechsgliedrigen Ring ergibt sich also

F=6(06-6-1)+6=0,

also sind solche Ringe im allgemeinen starr. Unter bestimmten Bedingungen ist
jedoch eine sogenannte zwanglaufige Bewegung maéglich, das heiBt, eine Bewegung
an irgendeiner Stelle im Ring fihrt zu einer eindeutigen Bewegung des ganzen
Rings. Solche Ringe, die sich bewegen, obwohl sie eigentlich zu wenige Glieder
enthalten, nennt man auch Ubergeschlossene Ringe. Sie entstehen, wenn die
Gelenkachsen sich alle mit derselben Gerade schneiden, was bei den hier
betrachteten Ringen stets der Fall ist, da wir Symmetrie gefordert haben.

2. Platonische Umstulpungskorper mit Zwanglauf

Paul Schatz entwickelte 1929 eine zwanglaufigen Gelenkring aus dem Wirfel. Schon
damals ergab sich flr ihn die Frage, ob das auch fir andere Polyeder mdglich sei.
Hinsichtlich der Platonischen Koérper hat Klaus Ernhofer 1985 darauf die Antwort
gefunden, indem er teilweise sogar mehrere Moglichkeiten fand, zwanglaufige
Gelenkringe aus den Platonischen Kdérpern zu entnehmen.

Dazu unterteilt er den Platonischen Koérper in den sogenannten Umstilpgurtel — ein
Gelenkring aus sechs Elementen (die nicht unbedingt Tetraeder sein missen) — und
einen oder mehrere sogenannte Riegelkdrper, die den Umstllpgurtel zum
Platonischen Kérper ergénzen.

2.1 Die Zerlegung

Platonische Kérper enthalten sogenannte dreizahlige Symmetrieachsen, das heift,
es gibt zu einer solchen Achse drei Symmetrieebenen, die diese Achse beinhalten.
Man wahlt eine solche Achse mit ihren Symmetrieebenen aus und schneidet diese
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mit der Polyederoberflache. Die Schnittstrecken sind dann entweder Kanten oder
flachenhalbierende Strecken. Aus zwei benachbarten Symmetrieebenen wahlt man
dann zwei solche Schnittstrecken aus und fasst sie als zwei benachbarte
Gelenkkanten auf. Der Winkel zwischen den beiden Strecken entscheidet dann
dartiber, ob ein Umstllpungskérper mit diesen Strecken als Gelenken herstellbar ist
oder nicht: er muss zwischen 60 und 90 Grad liegen.
Die Abbildung links zeigt die Schnittstrecken von
A zwei  solchen  Symmetrieebenen  mit  der
‘ Wairfeloberflache. Dabei ist die Gerade durch A und
D, also die Raumdiagonale, die dreizdhlige
| Symmetrieachse. Die Symmetrieebenen sind die
‘ beiden Ebenen, die durch das Paar AD x AC und
— das Paar AD x BD aufgespannt werden. Das
Schnittstreckenpaar ist entweder AB x AC, BD x AC,
= BD x CD oder AB x CD. Ein Umstiilpungskérper ist
nur flr das letzte Paar mdglich, da die Winkel zwischen den anderen Paaren kleiner
oder gleich 60° sind. Fir das Paar AB x CD (90°-Winkel) ergibt sich der Wirfel von
Paul Schatz.
Mit der folgenden Formel lassen sich die maximalen Langen der Gelenkkanten

berechnen:
_ 2
1=9 1 3;0t )

Auf diese Weise ergeben sich beim Wirfel eine, beim Tetraeder und Oktaeder zwei,
beim Dodekaeder drei und beim |kosaeder sogar vier verschiedene
Umstilpungskoérper mit zwanglaufigen Ringen.

Diese Ringe sind nicht nur von mathematischen Interesse, sie finden auch
Anwendung im technischen Bereich, unter anderem bei der Herstellung von
Mischmaschinen.

3. Platonische Umstilpung

Wahrend man bei der Umstllpung nach Ernhofer analog zum Schatz’schen Wiirfel
nach sechsgliedrigen Ringen in den Platonischen Koérper sucht, steht bei der
Platonischen Umstllpung der Familie Sykora die geometrische Ganzheit des
Platonischen Koérpers im Mittelpunkt. Auch hier erfolgt die Untergliederung in
Riegelkérper und Umstllpgdrtel. Die Bezeichnung ,Girtel” legt die Vorstellung nahe,
dass der Ring eine mittlere, ,aquatoriale” Position im Kérper einnimmt und von den
Riegelkérpern, die als ,Pole” fungieren, umschlossen wird. Der Gurtel ist hier jedoch
nicht mehr unbedingt sechsgliedrig. Vielmehr soll im Umstllpgartel der Charakter des
Kérpers erkennbar sein. So sollen die Anzahl der Ecken, Kanten und Flachen und
deren Struktur erhalten bleiben.

Allerdings kénnen nicht alle MaBe des Koérpers wahrend der Umstllpung konstant
bleiben. Die Langen der Kanten und die Flachenneigungswinkel missen sich sogar
andern, damit eine Umstllpung Uberhaupt mdglich wird. Auch die Zentralsymmetrie



geht zeitweise verloren. Statt dessen ergibt sich die Symmetrie um die Mittelachse
des Umstllpgurtels, die die beiden Umstilpungspole miteinander verbindet.

Ein solcher Pol kann eine Ecke, eine Flache oder auch eine Kante sein. Einer der
beiden Pole wandert sich zusammenziehend nach innen (Involutionspol), der andere
Pol wandert sich weitend nach auBen (Evolutionspol). Beiden Modellen werden an
diesen Stellen die Riegelkdrper entnommen. AuBerdem soll auch die Beziehung zum
polaren platonischen Kérper zum Ausdruck kommen.

3.1 Forderungen an die Platonische Umstiilpung

Folgende Prinzipien liegen also der Platonischen Umstllpung zugrunde:

Identitat:

Die Anzahl der Ecken, Kanten und Flachen des Kdérpers und deren gegenseitige
Beziehungen bleiben wahrend der Umstilpphasen erhalten, insbesondere die oben
beschriebene Symmetrie 1angs der Umstilpungsachse.

Konstruierbarkeit:

Der Umstulpgurtel muss eine zyklische Bewegung ausfihren kénnen. Als Gelenke
werden alle am Umstllpgurtel vorhandenen Flachenmitten-Symmetrieachsen und
Kanten des Platonischen Kérpers genutzt.

Durch die Miteinbeziehung der Flachenmitten-Symmetrieachsen wird der Bezug zum
Mittelpunkt des Kérpers und auBerdem zum polaren Platonischen Kérper hergestellt.
Die Eckpunkte sind beweglich: sie ergeben sich als Schnittpunkte der Gelenkachsen,
die aus den Kanten des Platonischen Kérpers entstanden sind.

Umstilpphasen:

Folgende Phasen sollen erkennbar sein:

Urform — hier wird der Gurtel durch seine Riegelkdrper zum Platonischen Kérper
erganzt.

Unendlichkeitsdurchgang einer Kérperhélfte — einige Eckpunkte wandern durch das
Unendliche

Volistdndiger Ebenendurchgang — die gesamte Kérperoberflache liegt flach in einer
Ebene

Zweiter Unendlichkeitsdurchgang des einen Pols

Vollstdndig umschlossene Negativ- oder Hillform als umgesttlpte Urform — hier liegt
wieder Zentralsymmetrie vor, der Gurtel wird durch die umgeklappten Riegelkérper
zur vollstandigen Negativiorm erganzt; die Urform liegt im Innern als Hohlkérper vor.
Unendlichkeitsdurchgang der anderen Kérperhélfte

Zweiter vollstdndiger Ebenendurchgang

Zweiter Unendlichkeitsdurchgang des anderen Pols

Urform.

Polaritat:

Die Umstilpung soll der Beziehung des Korpers zu seinem polaren Korper
entsprechen. Die Gliederung des Gdlrtels erfolgt durch die Symmetrieebenen, die
dem Platonischen Kérper und seinem polaren Kérper gemeinsam sind. In der
Negativform zeigt der Kdrper eine raumliche Sternform, wobei deren Spitzen den
polaren Kérper andeuten.



3.2 Konstruktionsprinzipien

Ausgehend vom Schatz'schen Wirfel entwickelten sich grundlegende Ideen und
Uberlegungen zur Konstruktion, was die Form und Lage des Gurtels und der
Riegelkérper betraf. Konrad Schneider hat mit seinem Wdarfel die richtigen
Konstruktionsprinzipien erfasst, obwohl auch sein Modell nicht alle oben gestellten
Forderungen erfullt.

Hier werden die Konstruktionsprinzipien anhand des Wiirfels von Konrad Schneider
und der Oktaeders von Immo und Friedemann Sykora erlautert.

3.2.1 Teilung durch Symmetrieebenen

Der Platonische Kérper wird durch seine Symmetrieebenen in gleich groBe und
gleich geformte Segmente. Ob sie zusammengefasst und wie sie durch Scharniere
verbunden werden kénnen, richtet sich nach den weiteren aufgestellten
Forderungen.

Der Involutions- und Evolutionspol des Kdérpers missen wegen der Forderung nach
Symmetrie ldngs einer Symmetrieachse angeordnet werden, so dass sie sich
gegeniberliegen. Auf diese Weise ergeben sich drei Mdglichkeiten flir eine
symmetrische Polanordnung:

Eckenpol:

Zwei gegenuberliegende Ecken bilden zusammen mit den zu ihnen hinflhrenden
Kanten die Pole.

Kantenpol:

Zwei gegenuberliegende Kanten bilden mit ihren Endpunkten und den
anschlieBenden Flachen die Pole.

Flachenpol:

Zwei gegenuberliegende Flachen bilden zusammen mit ihren Kanten und
Eckpunkten die Pole.

Die Pole werden durch die Riegelkérper verdeutlicht. Der Umstllpglrtel liegt
zwischen ihnen und bildet die Verbindung und Vermittlung zwischen den Polen, die
man sich wahrend der Umsttlpung in der Vorstellung erganzen kann.

Sowohl der Wirfel von Konrad Schneider als auch das Sykora-Oktaeder besitzen
Flachenpole.

Wie bereits weiter oben angedeutet, missen die Riegel entnommen werden, damit
eine Umstllpbewegung mdglich wird. Die GréBe der Riegel wird durch die
Méglichkeit des Ebenendurchgangs bestimmt, da dort die Girtelsegmente am
engsten aneinanderricken. Man zieht aber generell die Teilung durch
Symmetrieebenen vor.



Im Beispiel des Schneider-Wirfels (siehe Abbildung oben) und des Sykora-
Oktaeders (siehe Abbildung unten) werden als Riegel alle Segmente entnommen,
die Teil der Polfache sind oder eine gemeinsame Kante mit der Polflache besitzen.
Durch Gelenke an den Kanten der Polflache lassen sich die Riegelkdrper umklappen
und kénnen so als Ergéanzung der Negativform verwendet werden.




3.2.2 Der Umstilpgurtel

Wenn man die Riegel entnommen hat, verbleibt eine Anzahl von Segmenten, die
noch durch geeignete Gelenke zu einem Ring zusammenzuschlieBen sind. Sie
ergeben den Umstllpgurtel. Wie sind diese nun zu verbinden?

Wegen der Forderung nach einem Ebenendurchgang, bei dem alle Oberflachenteile
des urspringlichen Koérpers in einer Ebene vorliegen sollen, muissen alle
Flachenneigungswinkel gleichzeitig zu einem gestreckten Winkel werden kdnnen.
Ebenso mulssen alle gleichzeitig den Winkel bilden kénnen, der den
Flachenneigungswinkel der Urform zu einem vollen erganzt, damit die Negativform
entstehen kann.

Man kann zeigen, dass diese Bedingungen nur dann erfullbar sind, wenn alle am
Umstllpgartel vorhandenen Kanten des urspringlichen Koérpers die an sie
angrenzenden Flachen beweglich verbinden. Also missen benachbarte Flachen
durch ein Kantengelenk verbunden sein oder ohne direkte Verbindung bleiben.

Allein durch solche Gelenke entsteht aber noch kein Ring. Es werden weitere
Verbindungen bendtigt. Dazu wurden die folgenden Uberlegungen angestellt:
Wahrend der Umstilpung kénnen die — zum Teil ideell ergénzten — Flachen nicht alle
regular, insbesondere nicht gleichseitig bleiben. Ihre Form bestimmt sich durch die
Lage der Eckpunkte, die ja nach der Forderungen weiter oben beweglich sind, sowie
durch den Winkel zwischen zwei Kanten. Das bedeutet, dass zwei verschiedene
Kanten einer Flache zwei unterschiedlichen Segmenten angehéren missen — und
diese mussen untereinander so durch ein Gelenk verbunden sein, dass sich der
Winkel zwischen den Kanten &ndern kann. Damit die Flachen der Segmente, die zur
Oberflache des Ausgangskdrpers gehéren, auch wahrend der Umstllpbewegung in
einer Ebene bleiben, muss das Gelenk senkrecht zur Flache stehen.

Diese Forderungen werden von der Flachenmitten-Symmetrieachse erfillt, dies ist
also die zweite Mdglichkeit, Segmente zu verbinden.

Ganz nebenbei stellt diese Symmetrieachse auch noch einen Bezug zum polaren
Platonischen Kérper her: die Achse ist die Raumdiagonale der polaren Korpers.

Wiirde man mehr als zwei Segmente von derselben
Koérperflache im Gurtel verwenden, so mussten
diese an einem Mittengelenk gekoppelt sein. Dies
wilrde zu Abzweigungen im Ring und damit zu
uneinheitlichen Bewegungen flhren, was aber nicht
den Forderungen flir die Platonische Umstllpung
entspricht.

Die Abbildung links zeigt den Gurtel beim Oktaeder
von Sykora ohne seine Riegelkérper.
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3.3 Uberblick iiber Platonische Umstiilpungskérper

In der folgenden Tabelle werden die bekanntesten Platonischen
Umstilpungsmodelle mit einigen ihrer wichtigsten Eigenschaften dargestellt. Dabei
entsprechen nicht alle Modelle samtlichen Forderungen. Die jeweils zuerst

genannten Modelle zeigen die Platonische Umstllpung ideal.

Platonischer Kérper | Konstrukteur Umstllpachse geht | Anzahl der Glieder
durch ... im Gartel
Tetraeder Franz Sykora Kante 8
Wiirfel Robert Byrnes Ecke 12
Konrad Schneider | Flache 8
Wolfgang Maas Kante 2x 8
Oktaeder Friedemann und Flache 12
Immo Sykora
Robert Byrnes Ecke 16
Dodekaeder Wolfgang Maas Flache 20
Ikosaeder Robert Byrnes Ecken 20
Immo Sykora Flachen 36

Im folgenden Abschnitt werden nun die einzelnen Phasen bei der Umstllpung
anhand des Wiirfels von Konrad Schneider und des Oktaeders von Friedemann und
Immo Sykora genauer beschrieben.

3.4 Die Umstiilpungsphasen

3.4.1 Der Wirfel von Konrad Schneider

Bei diesem Wiirfel ergibt sich auf die oben beschriebene Weise ein Girtel mit acht
Segmenten. Diese entstehen durch die Teilung des Wairfels durch alle
Symmetrieebenen mit Ausnahme derer, die parallel zu den AuBenflachen liegen. Die
Gurtelsegmente sind an vier zueinander parallel liegenden Kanten und in den
Flachenmitten miteinander verbunden.

Der Girtel nimmt ein Drittel des Wiirfelvolumens ein; die beiden Riegelkérper sind
identisch und nehmen daher ebenfalls jeweils ein Drittel ein. Im Gegensatz zum
Oktaeder liegen sich die beiden Riegelkdrper genau gegentber, sind also nicht
verdreht zueinander angeordnet (siehe dazu auch Abbildung unten rechts)

Der Wiirfel entspricht fast allen Forderungen flr Platonische Umstllpungen; lediglich
die Forderung nach Unendlichkeitsdurchgangen bleibt unerfillt. Das liegt daran, dass
die Eckpunkte des Warfels praktisch am Gurtel selbst fixiert sind und dadurch nicht
ins Unendliche wandern kénnen. In der Abbildung unten links wird die Position der
Eckpunkte durch Andeutung des ideellen Wurfels (gestrichelte Linie) verdeutlicht.
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Waéhrend der Umstllpbewegung wird das Volumen des gedachten Wirfels kleiner
(Abbildung unten links); im Ebenendurchgang Iéscht es sich aus (Abbildung unten
rechts) . Um zur Negativform zu kommen, kann man sich weiter vorstellen, dass das
dann neu entstehende Woirfelvolumen ,negativ‘ ist und Uber den zweiten
Ebenendurchgang wieder ins Positive gelangt.

Nach dem Ebenendurchgang wenden sich die Oberflachenteile nach innen
(Abbildung unten links), und die Flachen, die vorher im Innern des Wiurfel lagen,
kehren sich nach AuBen zur Negativform. Erganzt man den Gurtel durch die nun
umgeklappten Riegel, zeigt diese ein Rhombendodekaeder (Abbildung unten rechts),
in dessen Inneren der urspringliche Wurfel nun als Hohlkérper vorliegt. Die Ecken
des Rhombendodekaeders, an denen vier Flachen aufeinandertreffen, bilden
miteinander ein Oktaeder, den zum Wirfel polaren Platonischen Korper.
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Die weiteren Phasen der Umstllpung erreicht man durch Weiterdrehen des Gdrtel in
die gleiche Drehrichtung; man durchlauft dabei die bisher gezeigten Phasen in
umgekehrter Reihenfolge.

3.4.2 Das Oktaeder von Immo und Friedemann Sykora

Der Girtel des Sykora-Oktaeders entsteht auf ahnliche Weise wie der des Konrad-
Schneider-Wiirfels; hier werden die durch die Teilung entlang der Symmetrieebenen
entstehenden Segmente allerdings wieder paarweise zu einem gréBeren Segment
zusammengefasst, bevor sie mit Gelenken verbunden werden. Dadurch ergibt sich
ein Ring mit 12 Segmenten. Es entstehen sechs Kanten- und sechs
Flachenmittengelenke.

In den beiden Abbildungen unten seht man links die Teilung des Oktaeders durch die
Symmetrieebenen und rechts die tatsachliche Aufteilung in Riegel und
Gurtelsegmente.

Der Gurtel nimmt hier die Hélfte des Kérpervolumens ein, die beiden identischen
Riegelkorper jeweils ein Viertel. Die Riegel liegen sich gegentber, jedoch um 60°
verdreht, genau wie die zwei gegentberliegenden Flachenpole des Oktaeders.

Das Oktaeder zeigt die perfekte Platonische Umstilpung. Alle Umstllpungsphasen
sind deutlich erkennbar, sowohl die Involutionsbewegung als auch die
Evolutionsbewegung lassen sich gut beobachten. In den folgenden Abbildungen
wurde jeweils der polare Korper, der Wrfel, mit eingezeichnet.
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Der Oktaederglrtel (oben links) wird durch die
gestrichelten Linien zum ideellen Oktaeder erganzt.
Rechts hat die Umstllpungsbewegung gerade
begonnen, man sieht, wie die unteren Segmente sich auseinanderbewegen und die
Eckpunkte des ideellen Kérpers dadurch weiter nach unten wandern.

Im weiteren Verlauf der Umstilpbewegung wandern die Eckpunkte immer weiter
nach unten, das Volumen des ideellen Kbérpers wird so immer gréBer (oben links).
SchlieBlich liegen die drei Kantenpaare, die vorher durch den Schnitt ihrer gedachten
Verlangerungen die Eckpunkt erzeugt haben, parallel zueinander — die Eckpunkie
liegen als im ,Unendlichen® bzw. in der projektiven Fernebene. Diese Phase der
Umstllpung entspricht dem ersten Unendlichkeitsdurchgang der einen Kérperhalfte.
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Die ins Unendliche verschwundenen Eckpunkie wandern nun — als gedachte
Elemente — wieder von oben ins Bild. Das Volumen des gedachten Oktaeders ist nun
unendlich groB (oben links). SchlieBlich liegt die gesamte Oberflache flach in einer
Ebene — man nennt dies den Ebenendurchgang (oben rechts).

Nach dem Ebenendurchgang wenden sich nun die Oberflachenteile nach Innen.
Jeweils zwei Segmente Dbleiben dabei zusammen, ihre Flachenmitten-
Verbindungsgelenke Dbleiben unbewegt (oben links). Es folgt der zweite
Unendlichkeitsdurchgang der einen Kérperhalfte (oben rechts). Danach liegen wieder
alle Eckpunkte ,auf der selben Seite“, das heiBt, das Volumen des ideellen Kérpers
ist wieder endlich, wie man im Bild links unten erkennen kann. Es ergibt sich dann
die Negativform, ein Oktaeder mit dreiseitigen Pyramiden auf den Flachen, in dessen
Innern wieder das urspriingliche Oktaeder als Hohlkérper vorliegt. Im Bild wurden die
erganzenden Riegel nur durch gestrichelte Linien angedeutet.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde nun ein Uberblick Giber die Grundlagen der Umstiilpung gegeben mit
besonderer Beachtung der Konstruktionsprinzipien, wobei der Schwerpunkt
hauptsachlich auf der Platonischen Umstllpung nach Maas und Sykora lag. Neben
dieser und der Umstllpung mit Zwanglauf nach Ernhofer gibt es noch ein weiteres
Konzept, auf das hier nicht naher eingegangen wurde, namlich das der
ganzheitlichen Umstllpung. Bei diesem Ansatz wird versucht, den gesamten Korper
in die Umstllpung mit einzubeziehen, also insbesondere keine Riegelkérper zu
entnehmen. Dabei werden einige Grundsatze, wie sie bei der Platonischen
Umestllpung gefordert werden, unerfillbar. Mit dieser Art der Umstllpung haben sich
unter anderem Hartmut Endlich und Naoki Yoshimoto beschaftigt.

Auf dem gesamten Gebiet der Umstllpung sind noch viele Fragestellungen offen,
darunter die Frage nach der Verwertbarkeit der Ergebnisse. Im Falle der
zwanglaufigen Ringe gibt es bereits die technische Anwendung in Mischmaschinen.
Ob und wie andere Ringe sich so verwerten lassen, ist noch nicht ausreichend
belegt.

In jedem Fall stellen Umstilpungskérper eine gute Mdéglichkeit zur Schulung der
raumlichen Vorstellung dar. Man kann an ihnen die Geometrie der Platonischen
Korper erleben und dabei immer wieder einen Blick auf Momente des Nicht-mehr-
Vorstellbaren werfen, wenn gedachte Punkte immer weiter nach auBen wandern und
schlieBlich im ,Unendlichen” verschwinden, um dann ,auf der anderen Seite” wieder
in Erscheinung zu treten. Gerade in der Projektiven Geometrie wird viel mit
gedachten (da nicht im Endlichen liegenden) Elementen gearbeitet. Das Studium der
Platonischen Umstllpungskérper kann mit seinen Unendlichkeitsdurchgéangen eine
Hilfe zum Einstieg und besseren Verstandnis bieten.
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