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La quéte du pavé apériodique unique

Les spécialistes des pavages et des quasi-cristaux espéraient depuis longtemps
découvrir un pavé unique avec lequel le pavage du plan serait nécessairement
non périodique. Un tel pavé a été trouvé... enfin, presque.

Jean-Paul DELAHAYE

escontrainteslocalesont-elles
desconséquencesalinfini?
Lathéoriedes pavagesapério-
diquesaexaminé cette ques-
tion etun domaine de la cristallographie en
estné,amenantuneinteraction nouvelle des
mathématiques et de la physique. Dernier
résultat: un pavé décoré interdit a lui seul
la périodicité! Ainsi, les aspects ludiques
et sérieux de la géométrie se mélent pour
donner de nouveaux outils aux physiciens.

Dans un pavage périodique du plan, une
partie finie, en forme de parallélogramme,
permet de pavertotalementle plan en utili-
santdeuxtranslations (un pavage est pério-
dique s'ilexiste deux vecteurs de translation
non colinéaires qui le laissent invariant)
(voir la figure 1).

Saufde rares exceptions, les pavages
décoratifs utilisent des motifs périodiques,
sans doute pour des raisons de facilité d'im-
pression oud’assemblage. Il est cependant
facile de concevoir des motifs non pério-
diques qui pavent le plan. Deux exemples
trés simples utilisentun pavé en forme de
triangleisocele, dontl'angle au sommetest
égala 30°; ce pavé peut bien sircomposer
un pavage périodique, comme c'est le cas
de tout triangle (voir la figure 2).

On a longtemps pensé que tout en-
semble de pavés qui permet de paver le
planautorise aussiun pavage périodique.
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1. UN EXEMPLE DE PAVAGE PERIODIQUE
du plan. Ce pavage peut étre construit

en dupliquant le parallélogramme en gris
et en le translatant selon les deux vecteurs
(en rouge) construits sur ses cotés.

2. DEUX EXEMPLES de pavage apériodique
du plan (a] dont le pavé élémentaire

estun triangle isocéle d’angle au sommet
égal a 30°. Ce pavé permet aussi de recouvrir
périodiquement le plan (b].

Personne ne réussissantadémontrer cette
affirmation, on s’est demandé s’il existait
des ensembles de pavés conduisant uni-
quementades pavages non périodiques, ce
que nous dénommerons des «ensembles
de pavés apériodiques ».

Si un tel ensemble existe, alors des
contraintes géométriques locales (que des
pavés se joignent parfaitement] imposent
une propriété globale, 'apériodicité, ce qui
n’est pas une évidence (c’est, d'ailleurs,
impossible en dimension 1).

La solution est issue d’'une question algo-
rithmique. Leslogiciens, donten particulier
Hao Wang, un confident de Kurt Gddel, se
sont posé une question: un ensemble de
formes géométriques élémentaires étant
donné, peut-on savoir par un moyen sys-
tématique, c’'est-a-dire par un algorithme,
Si oui ou Non on pourra couvrir tout le plan
avec des exemplaires de ces formes sans
chevauchement et sans laisser de vide ?
Cest le probléme de la «décidabilité du
pavage ».|lestaussidénommé « probleme
des dominos », car une version simplifiée
ne fait intervenir que des dominos carrés
a cotés colorés que I'on dispose en tenant
compte des couleurs (ce que F'on ramene
ades pavés sans couleur en déformant les
cotés, pour transformer les contraintes de
couleur en contraintes de forme).
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Si un ensemble fini donné de pavés
ne pave pas le plan, on s’en apercoit en
un temps fini, mais non connu a l'avance:
on essaie toutes les combinaisons pour
paver un disque de rayon 1, puis 2, etc. Si
Fensemble de pavés ne permet pas de paver
le plan, on finit par rencontrer un blocage
(quand le disque n’est pavable avec aucune
combinaison de pavés) eton sait alors qu'il
n’existe pas de pavage possible.

De méme, si I'on sait qu'un ensemble
fini de formes pave le plan de maniére
périodique, on peut réaliser ce pavage
en essayant des formes de plus en plus
nombreuses de 'ensemble; on découvre
alors nécessairement comment réaliserle
pavage périodique, carvientun moment ou
I'on tombe sur la partie finie qui recouvre
le plan par translation.

[l résulte de ces deux résultats algo-
rithmiques positifs que:
—soit«toutensemble de pavés quipavele
plan peut le faire de maniére périodique »
et,dans ce cas, le probléeme du pavage est
décidable (on essaie simultanément de
paver des disques de plus en plus grands
et de trouver un motif périodique composé
de pavés pris dans I'ensemble, et on est
assuré d’arriver a une conclusion en un
temps fini) ;

—soit «il existe des ensembles de pavés
quipaventle plan, mais qui ne peuvent pas
le paver de maniére périodique ».

Ditautrement, sile probléme du pavage
estalgorithmiquementindécidable, alorsil
existe desensembles de pavésapériodiques.

Larésolution deI'énigme estdue a Robert
Berger.En 1964, dans sa these de doctorat
alUniversité Harvard, ilmontra qu’on peut
simuler n'importe quel calcul en choisis-
sant soigneusement un ensemble fini de
pavés et en tentant d’en recouvrir le plan.
Sila tentative de pavage n'est jamais blo-
quée, cela signifie que le calcul se poursuit
indéfiniment; sil'on tombe surun blocage,
cela signifie que le calcul est terminé.
Comme on sait depuis les travaux d’Alan
Turing de 1936 que l'arrétd’'un programme
est indécidable, il résulte du systéme de
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La fléchette et le cerf-volant de Penrose

urantladécennie1970-1980,
lephysicienbritanniqueRoger
Penrosedécouvritdesensembles
de pavés apériodiques divers: ils
permettentde paver le plan, mais
uniquementdefaconapériodique.
Il réussit a en proposer ne com-
portant que deux paves.
L'ensemble kite-dart (cerf-
volant et fléchette) est simple.
IIn'y a que deux sortes de c6tés
dontlerapportdeslongueursest
le nombre d'or 7= (1 + \V/5)12.
Sanscontraintesparticuliéres, ces
deux formes pavent le plan de
maniére périodique :on place la
fléchette dans le creux du cerf-
volant, ce qui donne un quadri-
latereaveclequel onpave pério-
diquementle plan. Enrevanche,
encolorantlessommetsdelaflé-
chette et du cerf-volant et en ne
considérantcommeacceptables
que les pavages olion faitse cor-
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respondredessommetsdeméme
couleur, on obtient uniquement
des pavages apériodiques. La
contrainte des sommets colo-
rés se traduit en contrainte de
forme en redessinant les cotés.

On obtient ainsi deux formes
qui pavent le plan, mais qui ne
le font que d'une maniére non
périodique: on a un ensemble
apériodique a deux éléments.
Une question non résolue au-
jourd'hui est si I'on peut trou-
ver une forme unique qui pave
le plan et qui ne le fait que de
maniere apériodique.

Voici quelques propriétés des
pavages convenables obtenus
aveclafléchetteetlecerf-volant.

— Un pavage convenable
ne possede jamais de symé-
trie de translation (non seule-
ment il n'existe pas deux vec-
teurs de translation le laissant
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invariant, mais il nen existe pas
méme un seul).

—Toutepartiefinie de toutpa-
vageconvenableseretrouveune
infinité defoisdanstoutautre pa-
vage;encesens, touslespavages
convenables se ressemblent.

—Ilexiste une infinité non dé-
nombrable de pavages conve-
nables possibles (tous apério-
diques) ne se ramenant pas
I'un a l'autre.

— Dans tout pavage conve-
nable, il existe des parties finies
arbitrairement grandes qui pos-
sedent une symétrie de rotation
d'ordre5(rotationd'angle2w/5).

— Dans tout pavage conve-
nable, si I'on prend des disques
de plus en plus grands, le rap-
port entre le nombre de cerfs-
volants contenus dans le disque
et le nombre de fléchettes tend
vers le nombre d'or 7.
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simulation de R. Berger que le probléme
du pavage estindécidable... et qu'il existe
doncdes ensembles de pavés apériodiques.

N'est-il pasremarquable que la démons-
tration del'existence d’ensembles de pavés
apériodiques provienne d’une préoccupa-
tion théorique concernant la décidabilité
algorithmique, théorie que certains pensent
sans intérét pratique ?

Mais on attend des théoriciens qu’ils
sachenttraduire concretement leurs préoc-
cupations abstraites. R. Berger, exploitant sa
démonstration d’indécidabilité,enatiréla
définition effective d'un ensemble de pavés
forcant la non-périodicité. Dans sa thése,
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il construisit un tel jeu de 20426 formes.
Deés lors, on commenca a rechercher des
jeux de pavés apériodiques comportant
un plus petit nombre de formes de base.
R. Berger réduisit ses 20426 pavés
4 104. Donald Knuth (I'informaticien créa-
teurdutraitement de texte mathématiques
TeX) amenaalors le record 3 92. D’année
en année, des ensembles apériodiques
plus petits ont été découverts. On passa
ainsia 40 (H. Lduchien 1966),2a 35 (Ra-
phael Robinson en 1967), & 34 (Roger
Penrose en 1973), 3 16 (Robert Ammann
en 1978). En 1971, Robinson découvrit
un ensemble de six pavés apériodiques

[voir la figure 3a). La démonstration de
I'apériodicité, dans ce cas comme dans
bien d’autres, se fait en ajoutant des tracés
colorés sur les pavés (voir la figure 3b].

Quandoncompose unpavage, cestracés
forment deux systémes de carrés emboi-
tés, enorange eten vert (voirla figure 3c).
Les carrés ainsi créés sont de taille aussi
grande qu'onle veut et on montre que c’est
nécessairement le cas pour tout pavage
réalisé avec les six pavés de Robinson. Si
un pavage périodique était possible avec
ces pavés, ilyauraitune taille maximale de
carrés. Le faitqu'ilexiste des carrés de taille
aussigrande qu’on le veut prouve que tous

Des pavages plus ou moins compliqués

uasi-périodiquesignifie presque

périodique et cela suggére une
hiérarchie des pavages non pério-
diques. Un pavage est quasi-pério-
dique si, pour tout motif M quiy ap-
parait, il existe un entier n tel que
M apparait dans tout motif cou-
vrant un disque de rayon n. Les pa-
vages quasi-périodiques sont donc
ceux qui font apparaitre tout motif
de maniére réguliére et pas trop es-
pacée. lls sont un peu moins simples
que les pavages périodiques, mais
leur désordre reste modéré. Tous les
pavages réalisables avec les pavés
de Penrose sont quasi-périodiques.
Dans le cas de pavages quasi-pério-
diques de Penrose (photographies
ci-dessous), tout motif fini que I'on

trouve dans |'un se retrouve dans
tout autre. Il est facile de concevoir
des pavages qui ne sont pas quasi-
périodiques. C'est par exemple le cas
des deux pavages non périodiques a
base de triangles ayant une sorte de
point central (voir la figure 2). Une
questionnaturellesepose :puisqu‘on
peut forcer la non-périodicité, peut-
on forcer la non-quasi-périodicité ?
Autrementdit: peut-on trouverun
ensembledepavésquipaventleplan,
mais seulement en dessinant des pa-
vages qui ne sont pas quasi-pério-
diques (contenant donc une sorte de
grand désordre) ? La réponse est né-
gative: si un ensemble de pavés re-
couvre le plan, alors il peut en parti-
culier le faire de maniére quasi-pé-

riodique. Ce beau théoreme, que le
chercheur frangais Bruno Durand a
établi en 1999, signifie que le type
de désordre exprimé par la proprié-
té de non-quasi-périodicité ne peut
pas étre forcé par des régles locales.

La non-quasi-périodicité est une
formededésordre, maislanon-calcu-
labilité aussi, et cette fois on peut la
« forcer ».William Hanfet Dale Myers
ont en effet démontré en 1974 qu'il
existe des ensembles de pavés qui
pavent le plan, mais ne le font que
demaniéere non calculable:aucunal-
gorithmen'indique commentlefaire;
pour paver le plan, il faut procéder au
hasard et avoir de la chance!

Dans cette veine, un autre ré-
sultat a été démontré en 2008 par

B. Durand, Leonid Levin et Alexan-
der Shen. Il pousse a son extréme
cette étude du forcage par un en-
semble fini de pavés. Son énoncé
indique qu'il existe des ensembles
de pavés qui forcent une croissance
rapide de la complexité des dessins
produits par tout pavage.

Tout pavage possible est tel que
pour en décrire un motif couvrant
un disque de rayon n, il faut un pro-
gramme de longueur au moins pro-
portionnelle a n (la complexité de
Kolmogorov du dessin est au moins
proportionnelle a n, c'est-a-dire au
moins égale a Cn pour une certaine
constante (). Un tel ensemble de pa-
vés force donc une grande complexi-
té des dessins.
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les pavages du planréalisables avec les six
formes de Robinson sont non périodiques.

Grace aR. Penrose, ce bel ensemble
de six pavés apériodiques fut d’abord
battu par un ensemble de trois pavés,
puis par un ensemble de deux pavés (voir
I'encadré page 125].

En 1979, R. Penrose, fier de sa décou-
verte, fit breveter les motifs produits par
ses pavés apériodiques — une procédure
d’appropriation de formes géométriques
surlaquelle on peuts’interroger! En 1997,
I'épouse de R.Penrose acheta par hasard
des rouleauxde papier hygiénique produits
parlafirme Kleenex dont le motif décoratif
était'un des pavages brevetés. Sans doute
furieux de voir samerveilleuse découverte
mathématique chargée d’'une tache indigne,
R.Penrose engagea des poursuites contre la
firmeindélicate. |l gagna. Carl Morris raconte
qu'en 2002, unde ses professeurs de mathé-
matiques de 'Université de Cardiff, quiavait
puacheterquelques précieuxrouleauxavant
leurretrait des magasins, offrait une feuille
décorée aux étudiants obtenant les trois
meilleures notes a ses examens.

Les pavages apériodiques ont longtemps
été considérés comme une simple curiosité
mathématique sans applications autres que
ludiques ouesthétiques.Cependant,en 1982,
Dan Shechtman, chercheur israélien alors
invité a I'Institut américain des normes et
de la technologie (le NIST), sapercut qu’un
alliage d’aluminium et de manganese pro-
duit, quand il est éclairé par des rayons X
monochromatiques, des figures de diffraction
ayantune symétrie d’ordre cing, c’est-a-dire
analogue a celle d'un pentagone régulier
(voir la figure 4]. Cétait fort étonnant, car
aucune structure cristalline périodique ne
peutproduire de telles figures de diffraction.

Cette découverte des « quasi-cristaux >
était si inattendue que le chercheura eu
dumalapubliersadécouverte. Finalement
admise etconfirmée, elle conduiraen 1992
alamodification de la définition des cris-
taux par 'Union internationale de cristal-
lographie, définition qui ne retient que le
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3. LES SIX PAVES DE ROBINSON (a)
ne peuvent construire qu’un pavage
apériodique. Pour le prouver,

on leur superpose des tracés colorés [b)]
qui, lorsqu’on assemble les pavés [c),

forment des carrés aussi grands
que l'onveut.

4. UNE FIGURE DE DIFFRACTION
présentant une symétrie d’ordre 5.

caractere discret de la figure de diffraction
des rayons X, sans imposer d’ordre aux
symeétries observées.Eten2011,D.Shecht-
man regut le prix Nobel de physique pour
sa découverte.

Lespremiers quasi-cristauxtaienttous
artificiels, mais en 2009 un quasi-cristal
naturela été découvertdansles montagnes
de Koriakie, en Russie. Son origine extra-
terrestre ne semble faire aucun doute !

Lelienavecles pavages apériodiques,
dont certains sont construits a partir de
pavés ayant une symétrie d’ordre 5, ou
liés au pentagone régulier (comme cest
le cas pour le pavage kite-dart de Penrose
a deux pavés), s'est révélé essentiel pour
comprendre la nature des quasi-cristaux.
Descentaines d'articles scientifiques ont été
publiés surle sujet et, aujourd’hui, tout livre
de cristallographie consacre des pages aux
quasi-cristaux et aux pavages apériodiques.
Parmiles pointsimportants, mentionnonsla
compréhension que les pavages quasi-pério-
diques proviennent parfois de la projection
de structures périodiques appartenantades
espaces de dimension supérieure.

Eninformatique, les pavages apério-
diques se sontrévélésintéressants dans
le domaine du graphisme et de lasynthese
d’'images. Pour engendrer des textures ou
pour disposer des séries de nombreux
objets dans une image, la solution la plus
simple consiste arecopier périodiquement
une structure de taille limitée. La répétition
périodique, trop visible, donne un aspect
peu naturel au résultat (voirla figure 5).
D'oulidée d'utiliser un pavage apériodique
qui évite d’avoir a utiliser de 'aléa ou du
pseudo-aléa, comme I'ont montré Adrien
Peytavie, Eric Galin, Jérome Grosjean et
Stéphane Merillou en 2009.

Indépendamment des applicationsalacris-
tallographie etal'infographie, une question
simple et fondamentale est restée posée
depuis la découverte par R. Penrose d’un
ensemble de deux pavés forgant la non-
périodicité: peut-on forcer lanon-périodicité
avec un seul pavé ? Ce probléme porte le
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nom de « probléme ein stein » (une pierre
en allemand, clin d'eil 3 Einstein).

Endimension 3, c’est possible, comme
Peter Schmitt et John Conway 'ont montré
assez facilementaudébutdesannées 1990
alaide d'unbiprisme (voirlafigure 6].Chaque
couche est périodique, mais en choisissant
bienl'angle créé entreles couches (angle dé-
terminé parla forme dubiprisme), 'ensemble
dupavage de l'espace n'est pas périodique.

En dimension 2, le polygone coloré
découvert en 1996 par 'Allemande Petra
Gummelt, de I'Université de Greifswald, est
une petite merveille assez proche de la solu-
tion:ils’agit d’'un décagone régulierdontla
surface est colorée avec deux couleurs (voir
I'encadré ci-contre].On cherche & recouvrir
le plan avec le décagone. On autorise les
chevauchements, a condition que les par-
ties chevauchantes soient colorées de la
méme fagon, ce qui estune contrainte locale
proche de la contrainte de recouvrement
sans chevauchement.

Des solutions
avec chevauchements

On montre que tout le plan peut ainsi étre
recouvertetqu'alors, c’estnécessairement
de maniére apériodique. Des liens ont été
établis entre ce décagone et les pavages
de Penrose. De plus, ce décagone estd’'une
utilité directe pour comprendre certains
quasi-cristaux. Malheureusement, les che-
vauchements autorisés interdisent qu’on
le considére comme la solution attendue
au probleme ein stein.

En 2010, Joan Taylor, une habitante
de la lointaine Tasmanie (fle célébre pour
son loup disparu), aprés de longs essais
s’étalant surplusieursannées, mit au point
un hexagone coloré et des régles locales
pour paver le plan avec des copies de cet
hexagone. Elle prouva que tout pavage qui
respecte les régles est non périodique (voir
I'encadré page ci-contre].

Le fait que les regles soient locales a
laissé espérer un moment qu’on pourrait,
comme pour les tuiles de Penrose, traduire
les regles d'assemblage en déformant les
cotés de 'hexagone pour obtenir un pavé
unique (sans dessin, nicouleur) dontlaseule
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epolygone coloré de Petra Gummelt est presque une
Lsolution de I'énigme du pavé unique apériodique
(probléme ein stein). C'est bien une forme qui force la
non-périodicité, mais, pour |utiliser, on change un peu
les régles du jeu. On cherche a recouvrir le plan (au-
cun espace ne doit étre oublié) par des copies du dé-
cagone en s'imposant que les parties colorées de deux
décagones qui se chevauchent (dans ce cas, c'est au-
torisé) soient de la méme couleur. Cette regle simple
locale force les recouvrements du plan a étre non pé-
riodiques. C'est un exemple aussi simple que ceux de
Penrose (avec lesquels il n'est pas sans liens) de régle
locale ayant un effet a l'infini.

Le décagone de Petra Gummelt avec deux fagons
convenables de faire se chevaucher des copies de ce
décagone (a] et un exemple de recouvrement du plan
par des copies se chevauchant convenablement (b).

Le polygone de Petra Gummelt

ments disposés périodiquement (en haut] a
un aspect peu naturel, contrairement a une
disposition apériodique [en bas].

6. POUR L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS,
Peter Schmitt et John Conway ont montré
qu’avec un biprisme de forme bien choisie, on
peut remplir tout I'espace, mais uniquement
de fagon apériodique. L’analogue en deux di-
mensions existe-t-il ?

régle «recouvrir sans chevauchement ni
espace vide » forcerait la non-périodicité.
Personne n’a réussi cette traduction, que
I'on considére maintenant impossible.
Les tentatives de traduction ont tout
de méme donné deux « quasi-solutions ».
La premiere propose un pavé unique (sans
dessin ni couleur) en plusieurs morceaux
disjoints considérés comme liés rigidement
comme par une force magique, qui pave le
planetnelefaitque de maniéreapériodique.
La seconde introduit une épaisseur (non
constante) etdonne une sorte de pavé tridi-
mensionnel qui pave le planuniqguement de
facon apériodique. Ce succés remarquable
laisse malheureusement un godt d'inachevé
etl'on s’interroge aujourd’hui pour savoir si,
en définitive, un « pavé pur » (sans dessin
ni couleur) forcant la non-périodicité est
possible. Une course estdonclancée entre
ceuxquitententencore de trouverun pavé
unique apériodique et ceux qui tentent de
démontrer que ce pavé n’existe pas. W
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Le pavé de Joan Taylor

e pavé de Taylor est une simple tuile hexagonale

décorée. On peut la retourner, mais les motifs
décoratifs sont les mémes des deux cdtés, comme
si la tuile était en verre et les décorations incorpo-
rées dans le verre.

Les contraintes a respecter pour paver le plan
sont les suivantes:

— les tuiles doivent étre mises coté contre coté;

— les traits noirs doivent se joindre;

—lorsqu‘on considérele cotéd'un pavé quelconque,
les deux dessins violets sur les tuiles dont le dia-
meétre est aligné avec le coté doivent avoir des orien-
tations identiques.

La démonstration que tout pavage respectant les
regles précédemment édictées estapériodique sefait,
comme pour les pavés de Robinson (voir le texte de
[‘article], en considérantles triangles de toutes tailles
que dessinent les traits noirs sur les tuiles jointes.
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7. UN HOMMAGE A MARTIN GARDNER, réa-

lisé par Bruce Torrence avec un pavage non
périodique constitué de cerfs-volants et de
fléchettes convenablement colorés. M. Gard-
ner introduisit ces pavages dans sa rubrique
de Scientific American en janvier 1977. Ce
pavage par des fléchettes et des cerfs-vo-
lants a une symétrie d’ordre 5.
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